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Capitolul 0

Infinitul exista doar ca potentialitate.
Sau nu?

Nicio altd intrebare nu a atins atdt de profund spiritul uman; nicio altd idee
nu i-a stimulat atdt de rodnic intelectul; cu toate acestea, niciun alt concept

nu are mai multd nevoie de clarificare decdt infinitul.
David Hilbert, 1862-1943

In stiint3, in general, si, in matematic3, in particular, unii savanti au
norocul sa prinda cate o zi mare. Sunt zile in care-si dau seama ci au
descoperit ceva nou sau cd au reusit si demonstreze ceva ce, pana
atunci, era doar o ipoteza; sau e vorba, pur si simplu, despre ziua in
care un lung proces de cercetare isi atinge punctul culminant. Acestea
sunt zilele mari care marcheaza progresele stiintei.

Dar In istoria matematicii au fost si zile In care pdrea ci nimic
nu are sens, cand cercetdrile ajungeau intr-un punct mort, iar
cercetdtorii, coplesiti de intrebari, simteau nevoia si se opreasca.
Chiar dacd nu acestea sunt zilele acelea mari, adesea tocmai atunci
a fost aruncata samanta vreunei noi directii de cercetare si s-a
pornit ceva important. $i zilele care nu-s mari contribuie la pro-
gresul matematicii.

Azi e o zi mare pentru Anaximandru (610 1.Hr-545 iHr), un
tdnar elev pasionat din Milet. Profesorul siu, filosoful Thales
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Figura 1. Vedere de sus
alumii, potrivit
lui Anaximandru.

EUROPA

(623 1.Hr.-546 1.Hr.), tocmai l-a ldudat pentru explicatia pe care a
dat-o lumii inconjuritoare. Teza lui Anaximandru contrazice tot ce
s-a spus si scris pana atunci; intr-adevar, el sustine cd lumea nu e sus-
tinutd de elefanti, nu se sprijina pe piloni sau altceva de acest fel. Pa-
mantul, dupa Anaximandru, e un disc cu o grosime destul de redusa
care pluteste prin spatiu. Aerul il infisoara de dedesubt, de deasupra,
de peste tot din jurul lui.

Anaximandru nu era sigur cid maestrul i va aprecia ideile. Chiar
daci aceastd noud teorie permitea o explicatie mai simpla pentru
faptul cd Soarele si celelalte stele dispar, pentru ca apoi sa reapard
din nou dupi citeva ore (se rotesc in jurul Pamantului avand miscari
circulare, de asta nu le vedem cind sunt dedesubtul lui), in toate car-
tile pe care le citise, unele provenind chiar din locuri indepartate, ca
Egiptul, PAméantul era intotdeauna descris ca sprijinindu-se pe ceva.
Anaximandru incepuse si se indoiascad de ipoteza asta si a cautat o
alta cu care sa explice miscirile Soarelui si de ce acesta este vizibil
ziua si invizibil noaptea. Elogiile maestrului sdu l-au rasplatit din plin
si, In acelasi timp, l-au ficut sa pund in discutie tot ce luau de sigur
contemporanii lui. Dar una e sa pui in discutie teorii formulate sute
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Figura 2. Cele patru USCAT
elemente constitutive r———1
ale materiei

si proprietatile lor. PAMANT FOC

FRIG <« + CALD

APA AER |

UMED

ani Tnainte si cu totul altceva e si pui in discutie, la modul cel mai
direct, invititura maestrului tau. Cine ar indrazni sa se Indoiasca de
teoriile marelui Thales?

Anaximandru, poate.

in cercetirile sale indreptate citre cunoasterea esentei lucrurilor,
deci in tentativa de a afla care e materia prima din care e constituit
tot ce ne inconjoara (arché sau, in greaca, dpyn), Thales presupusese
ca ar fi vorba despre apa. Totul ar fi constituit din ap3, spiritul viu si
inteligent care, in definitiv, conduce nasterea, transformarea si moar-
tea oricarui lucru: oameni, animale, plante... toti avem nevoie de apa
pentru a ne naste si a creste, in lipsa apei domneste doar moartea.

Anaximandru are o obiectie importanta la explicatia lui Thales:
din moment ce e limpede pentru toti ca lumea e constituita din patru
elemente - aer, ap3, foc si pimant -, nu e posibil ca unul singur dintre
ele - apa - sa dea nastere celorlalte trei; e suficient sda ne gandim ca
apa e un element umed si rece, In timp ce focul e cald, ca si aerul, iar
pamantul e uscat.

Cu siguranta, Thales se insald. Arché nu e apa si, de altfel, nu poate
fi niciunul dintre cele patru elemente din care e formata materia.

Infinitul existd doar ca potentialitate. Sau nu?
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Ceea ce explicd si constituie totul nu poate fi o submultime a totului.
In particular, arché nu poate fi ceva definit si finit, din moment ce
constituie materia esentiald a tot ce a fost si va fi pe lumea aceasta si
in cea de dincolo. E obligatoriu ca arché sa fie infinit, sau, cum se zice
in greaca dpeiron, de la a’, ,non”, si meipap, ,sfarsit”). Niciunul dintre
cele patru elemente nu poate fi arché pentru c3, pana la urmai, e vorba
despre niste substante limitate, finite, pe cind arché trebuie sa fie in-
finit, doar e sursa a tot ce a fost creat si a tot ce va fi creat.

In orice caz, dupi Anaximandru, existd oricum o relatie intre cele
patru elemente si dpeiron: acesta din urma e combinatia celor patru care
se amesteca pentru a forma o substantd indefinita si noua aflatd vesnic in
miscare. $i tocmai datoritd miscarii se dizolva dpeiron in substante sim-
ple, adicd In cele patru elemente, regland astfel ciclurile creatiei, trans-
formare si distrugere, pentru ca tot ce moare se preface in dpeiron.

Apeiron e infinit. Sau, mai bine, e infinitul. El existd in realitate
si controleaza procesele naturale, chiar daca noi nu suntem in stare
sd-1 vedem. E ca un zeu. De altfel, si zeii, care sunt tot substante, sunt
constituiti din dpeiron. Care e deci un fel de zeu al zeilor, o fiintd mai
puternica decat insusi Zeus. Toti facem parte din dpeiron, din infinit,
el e in noi si noi suntem in el.

Cu cat se gandeste mai mult, cu atit se convinge Anaximandru de
doua lucruri: primul e ca ziua de azi e o zi mare pentru ci a fost lau-
dat de maestru, marele Thales din Milet; al doilea e cd nu-i va expune
chiar azi viziunea sa despre arché. N-o sa riste si strice ziua asta ma-
reata. Mai bine maine.

Azi e 0 zi mare pentru Aristotel (384 1.Hr.- 322 1.Hr.): revine la Atena
dupa sase ani in care a fost preceptorul lui Alexandru cel Mare, fiul
regelui Filip al II-lea al Macedoniei. Cu sase ani inainte, Aristotel,
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Figura 3. Aristotel si
Platon la Academie,
intr-un tablou de Rafael,
1509. Aristotel arata spre
podea, deci spre lumea
materiald, in timp ce
Platon are degetul
indreptat in sus,
semnificand lumea
ideilor.

in varstd de 41 de ani pe-atunci, acceptase sarcina de a-1 educa pe
Alexandru, un tanar harazit sa conduca un mare imperiu, pentru ca
vazuse in el ultima sansa pentru instituirea unui mare centru al cu-
noasterii, unde si continue studiul si de unde cunostintele sa se ras-
pandeasca in toate colturile lumii.

Din postura de preceptor al lui Alexandru, Aristotel a putut crea o
imensi biblioteci ce cuprindea cunostintele acumulate in vremea lui,
dar indatoririle de educator i-au rapit mult din timpul pe care l-ar fi
consacrat meditatiei. Acum, la 47 de ani impliniti, sosise timpul sa se
intoarca la Atena, la sase ani dupa ce pornise in ocolul macedonean si
la zece ani dupa ce abandonase Academia lui Platon.

Infinitul exista doar ca potentialitate. Sau nu? 1
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Deasupra portii de intrare in Academie era scris ,Interzis celor
care nu stiu geometrie” si, efectiv, marii maestri ai acestei materii
chiar trecusera pe acolo. intre ei, se numira Eudoxus din Cnidos
(390 1.Hr.-337 1.Hr.), un discipol care-1 fascinase cu metodele lui pe
mai tadnarul pe-atunci Aristotel. Eudoxus vorbea despre marimi frac-
tionabile, adica despre cantititi foarte mici, atit de mici pe cit ne-ar
placea sa fie, care puteau fi folosite pentru a masura marimi mai mari.

Rationamentele originale ale lui Eudoxus, al carui punct de ve-
dere era diferit de toate cele exprimate pana la el, au starnit dezba-
teri Incinse in Academie: numerele sunt atit de apropiate unele de
altele, incat par literalmente lipite. Altfel spus, intre doua numere,
oricit de apropiate ar fi ele, se poate Intotdeauna gasi un alt numar.
Aristotel credea ca Eudoxus se insald: cum am putea trece de la un
numdr la urmdtorul dacd n-ar exista nicio distantd care sd le separe?
In plus, Aristotel cunostea la perfectie scrierile lui Zenon din Elea
(490 1.Hr.-430 1.Hr.), ca aceea in care filosoful formuleaza paradoxul
sagetii, care spune ca o sdgeatd slobozitd din arc nu va ajunge nicio-
dati tinta: daca numerele chiar ar fi lipite unul de celalalt, adic3, daca
in segmentele pe care le trasam ar exista un numar pentru fiecare
punct al dreptei, atunci sageata, ca sa ajunga la {intd, ar trebui sa par-
curga Intai jumatate din distanta. Dar, ca sd ajunga la mijlocul dru-
mului, ar trebui sa ajunga intdi In punctul care se afla la jumaitatea
drumului dintre arc si prima jumadtate. De fapt, inainte de a ajunge
acolo, sageata ar trebui sd parcurgd distanta care separa arcul de
a doua jumatate. Daca acest proces nu s-ar sfarsi (daca ar fi infinit,
deci), e evident ca sidgeata n-ar putea ajunge niciodata la tinta pentru
cd, In realitate, nici macar n-ar putea parasi arcul. Rezulta ca intr-o
lume cu numerele lipite, miscarea nu exista. Dar tinind seama c3, una
peste alta, sagetile continuad sa plece din arcuri (cel putin atunci cind
arcasii sunt priceputi) si sa-si atinga tintele cu mai multa sau mai
putina precizie, pare evident c3, de fapt, nu existd aceasta cantitate
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infinitd de numere. Desigur, am putea sa impartim macar potential un
segment in doud jumatati si astfel, tot in teorie, ne-am putea numara
pasii sau firele de nisip Intr-un proces interminabil. Dar in realitatea
noastra finita din universul nostru finit, acest lucru nu e posibil.

In timp ce se pregiteste pentru plimbarea de dimineats, Aristotel
se gandeste la infinit. ,Mare geniu, Zenon!” Stagiritul isi spune ca de
indata ce va incepe si scrie, se va ocupa de argumentele lui Zenon si
de modul strilucit In care le demonstreaza: reducere la absurd. Va fi,
cu siguranta, una dintre primele chestiuni pe care le va discuta Aris-
totel cand se va pune pe scris: se va ocupa de Zenon, de paradoxurile
lui si de Eudoxus. Nu-i plac rationamentele lui, dar tot trebuie sa re-
cunoasca ingeniozitatea metodei lui de calcul al ariilor si volumelor.
Aristotel e nevoit si admita cd metoda lui Eudoxus, inteleasa ca me-
canism, permite cumva vizualizarea procedeului care consta in folosi-
rea unor parti din ce in ce mai mici pentru a masura anumite cantitati
care, altfel, ar fi foarte greu de calculat.

Eudoxus umplea fiecare suprafata cu dreptunghiuri foarte inguste
(dar cu suprafata cunoscuta), in asa fel Incat sa nu lase aproape ni-
ciun spatiu liber, iar apoi doar aduna dreptunghiurile acelea. Eudoxus
era convins cd daca s-ar fi ales dreptunghiuri din ce in ce mai inguste
intr-un proces fara sfarsit (adic3, daca s-ar fi ales dreptunghiuri infi-
nitezimale), metoda lui ar fi dus la calculul exact al suprafetei respec-
tivei figuri.

Dar, evident, e vorba despre universul posibilitdtilor, de ceea ce e
potential, nu de realitate. Potrivit lui Aristotel, ce nu se poate experi-
menta e ininteligibil. Poate c3, asa cum sustinea maestrul sdu, Platon
(cca 427 1.Hr.-347 1.Hr), e adevdrat ca realitatea se afld dincolo de
ceea ce percepem si ca in lumea noastra, cea pe care o numim real3,
existd numai perceptii. Poate ca in lumea platonica a realitatilor au-
tentice, In lumea ideilor, infinitul exista; dar aici, in lumea reala, exista
numai ceea ce putem percepe: finitudinea.

Infinitul exista doar ca potentialitate. Sau nu?
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REDUCEREA LA ABSURD

Reducerea la absurd e un tio de argumentatie logica, popularizat de
Zenon, In care se presupune ca ceea ce vrem sa gemonstram ar i
fals, ajungand astfel la o concluzie absurda. In realitate, e o tehnica
foarte raspandita de rationament care usureaza de multe orl intelege-
rea demonstratiilor,

De exemplu, ca sa demonstram ca exista o infinitate de numere
prime (Uun nuMar e considerat prim daca e divizibil doar cu unu si cu
el insusi, cum sunt 2, 13, dar nu 8}, Euclid a folosit tehnica reducerii
la absurd:

e 53 presupunem ca afirmatia ,exista o infinitate de numere prime”
ar fi falsa, existand atunci doar n numere prime. Sa le notam
01, Psr ., P, Presupunem ca nu mai exista alte numere prime
in afara acestora.

e Acum calculam numarul 0 = oy X 0, X Py X x o+ 1.

e Observam ca p nu e divizibll prin niciun numar prim (decarece
rezultatul impartiri prin oricare dintre numerele prime ar da restul 1,
adica impartirea nu ar fi exacta),

*  Rezulta ca p e numar prim, ceea ce e absurd, pentru ca am
Inceput spundnd ca singurele numere prime sunt 04, P, . . . . 0,

* Din moment ce am ajuns la o concluzie absurda, ipoteza noastra
de plecare trebuie sa 1l fost falsa, Asta inseamna ca numerele
prime sunt infinite sau, parafrazandu-1 pe Euclid, .cantitatea de
numere prime & mai mare decét orice cantitate de numere prime
pe care ne-am putea-o imagina”.

Adevarul e ca metoda lui Eudoxus e destul de buna, chiar daci
se obtin valori sistematic mai mici decat cele reale, pentru ca intot-
deauna riman mici suprafete nemisurate. In orice caz, cu metoda
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asta, Eudoxus a putut demonstra ca ariile a doua cercuri stau una fatad
de cealalta ca patratele razelor lor, o observatie care lui Aristotel i se
pare foarte frumoasa din punct de vedere geometric.

De altfel, Aristotel 1si aminteste ca cineva i-a vorbit si de un alt
sistem inventat de Eudoxus, de data asta pentru calculul volumelor,
folosind prisme dreptunghiulare, cu care a reusit s demonstreze ci
raportul volumelor a doua sfere este egal cu raportul dintre cubul ra-
zelor acestora. Inci o dat, asta e frumusetea geometriei.

In orice caz, tindnd seama de cit de putin timp are Aristotel la
dispozitie, ar fi mai bine sa-1 abandoneze pe Eudoxus si sa se con-
centreze pe alte chestiuni mai reale si mai putin potentiale. La urma
urmei, se gandeste Aristotel, cu toate progresele lui Eudoxus cu con-
ceptul de infinit si cu toate minunatele rezultate geometrice la care
a ajuns, ratiunea empirica (iar alta nu poate exista, oricat ar vorbi
maestrul Platon despre lumea ideald) ne demonstreaza ca traim in-
tr-un univers finit si ca dincolo de finitudine nu mai e nimic altceva.
Poate ca nu merita sa-si consacre putinul timp ca sa vorbeasca des-
pre infinit, poate ca e mai bine sa scrie despre probleme mai im-
portante ca, de exemplu, conceptul de schimbare, inteles ca trecere
de la ceea ce exista in mod potential la ceea ce se intampla cu ade-
varat. Un copil, de exemplu, e un adult potential chiar daca, in act,
e doar un copil si, din acest motiv, actioneaza ca atare. Schimbarile
prin care va trece vor face din el un adult, dar, intre timp, adult va fi
numai potential.

La fel, 1si spune Aristotel, orice numar, orice marime, e un infinit
potential, pentru ca ar putea sa se transforme intr-un numdr din ce in
ce mai mare adunandu-i alte unitati, dar asta nu inseamna ca infinitul
e real, pentru ca nu se poate ajunge la el niciodata: se poate doar con-
tinua adunarea cate unei unitati, la nesfarsit.

Pana la urma, poate ca Aristotel va sfdrsi prin a scrie despre infini-
tul potential si despre infinitul real (asta doar ca s3-l numeasca cumva,
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